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SUL PROBLEMA DELLA FLESSIONE COMPOSTA
IN REGIME ELASTO PLASTICO

(Con quatiro figure}

GUSTAVO COLONNETTIL

Aecademice Pontificio

SyMMARIVM. — Cumpositam floxionem in elesto-platico rogimine porpendens
(quod antea fecorat nemo}, auctor ostendit quibus limitibus coarctotur huins pro-
blematis solutio iuxte generalem rationem doetrinae Dr Samnr-VeNANT, of ox-
perimentorum seriem proponit, quibus elasto-piasticorum deformationum studium
swminepere proficore possit. :

Nei miei precedenti saggi sulla Statica dei corpi elasto plastici ()
ho mostrato come il problema dell’eguilibrio delle travi potesse venire
affrontato per via indiretta valendosi delle espressioni che, secondo
Dr Samz-VEnane, speitano alle tre componenti della deformaszione
elastica

Er Tyz Yzm

per attribuirle alle componeuti della deformazione totale

£ + 59: uz + ?yz Yz + ?zm

La sollecitazione, che dovrebbe essere uno dei dati del problema,
resta cosl delerminata implicitamente, e pud venir ealeolata in conse.
guenza.

(*) Nota presentatn neila Tornata del § giugno 1942,

(1) Cfr. G. Corowrnrry, La stalica dei corpi elasto plastici, Pontificiz Aca-
domis Scientiarum, «Commontationess, vol. IT, n. 12 (1988); ovvero: G, COLON-
surrr, Seienze delie Costruzioni, od. Hinaudi, Torine, 1941, pag. 879 e segg.

21 deta, vol. VI
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Basta ricorrere alle note espressioni delle tre componenti speciali
di tensione non identicamente nulle, in funzione delle componenti della

deformazione elastica
Ty = E €z
Ty = G Yuz
Tom = G Yzz

e dedurne i valori delle caratteristiche della sollecitazione relativa alla

gozione generica

9?9:[0‘sz
‘A
9](9:[0‘,?}[3A
A
GZJTysz
A

Si constata allora che l'intervento delle deformazion: plastiche non
influisce sulle deformazioni totall qualifativamente, ma solo quantitativa-

mente, in quanto sostituisce

allo sforzo normale effettivamente applicato 9t
uno sforzo normaele fitbizio 90 + & f 5, dA
A

al momento flettente effettivamente applicato 9l
un momento flettente fittizio 9o + E f gLydA
N

allo sforzo tagliante effettivamente applicato B
uno sforzo tagliante fittizio © + G f Yys A,
A

..............................
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rendendo ragione dei due fatli nuovi che carvatierizzano il mede di
deformarsi di una trave in regime elasto plastico, e clod:

1°) che le deformazioni non sone pit delle funzioni lineari delle
forze esterns;

2% che una quota parte di dette deformazioni ha carattere per-
manente, cioé continna a sussistere anche quando le forze esterne hanno
cessato di agire.

Nel tentare Papplicazione di questi risultati alla teoria delle travi
inflesse, io mi sono, di proposito, sempre limitato a considerare it solo
caso particolare in cui Pintervento delle deformazioni plastiche & de-
terminato dalla tensione normale o,; pitt precisamente: dal fatto che
questa tensione normale raggiunge il limite di elasticitd del materiale.

Una tale impostazione del problema & pienamente giustificata fin
che si ha a che fare soltanto con sollecitazioni a semplice flessione od
a pressoftessione, nelle quali, delle diverse componenti speciali di ten-
sione, & presente la sola o,.

Ma nel caso generale della flessione composta - in cui coesistono
sollecitazioni alla flessione (od alla pressoflessione) ed al taglio, e per
conseguenza tensioni normali e tensioni tangenziali — & evidente che
il raggiungimento dei limiti di elasticitd ed il conseguente intervento
delle deformazioni plastiche non potranno pili farsi dipendere soltanto
da questa o da quella particolare componente speciale di tensione; ma
dovranno essere messi in relazione coll’infiero stato di tensione che
quelle componenti definiscono; e in particolare col valori estremi (mas-
simi e minimi) delle tensioni che quello sfato, in ciascun punto mate-
riale, comporta.

Se poi si ammette che le deformazioni plastiche consistano in
scorrimenti Iungo piani obliquamente disposti rispetto alle direzioni
prineipali, vien fatto di pensare che il loro intervento possa dipendere
dai valori delle tensioni (normali e tangenziali} che si verificano in cor-
rispondenza di questi piani.

B noto che sn questo argomento sono state enunciate ipotesi di-
verse, sulle quali I'esperienza non ha ancor detto la sua ultime parola.

*2]  Adete vol. VI
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Nei casi pilt semplici sembra ragionevole adottare, sulla sezione
retta generica, una distribuzione della componente &, della deformazione
plastica del genere di quella rappresentata con area punteggiata nella
figura 1.

Fa. 1.

La quale si riferisce ad un caso molto particolare perché & stata
tracciata per una sezione ({rettangolare) sollecitata soltauto a flessione
e taglio, nella ipotesi che il materiale presenti allungamenti plastici
goltanto 14 dove & sollecitato da tensioni positive.

Un simile caso particolare, pur nella sua semplicitd, si presta tut-
tavia assal bene ad illusirare le nostre considerazioni con tutta la de-
siderabile generalitd, in quanto implica una distribuzione dissimmetrica
di deformazioni plastiche, e quindi una sollecitazione fittizia che com-
prende, oltre al momento flettente ed allo sforzo tagliante, anche uno
sforzo normale.

Cosi stando le cose, per differenza rispetto al diagramma (sempre
lineare) delle deformazioni totali e, +&,, si potra, dal diagramma (pun-
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teggiato) della componente g,, dedurre il diagramma (tratbeggiato) del-
Panaloga componente e,.

E questo, con un semplice cambiamento di scala, si pobra pol in.
terpretare come diagramma della tensione normale o,.

Consideriamo ora un tronco elementare di trave compreso fra due
sezioni refte vicinissime S8 ed 8’8’ di quote z o z+da.

Fia, 2,

Supporremo naturalmente che sul tronco di trave compreso fra
guelle due sezioni non sia applicata alcuna forza esterna,

Immaginiamo tracciata, sulla sezione 8 8, una corda generica pa-
rallela all’asse neutro, e per essa condotto il piano parvallelo all’asse z
fino ad Incontrare la sezione §' 9.

Per 1'equilibrio della porzione di solido limitata da questo piano
o dalle due sezioni vetfte comsiderate, deve (fra Valtro) essere verificats,
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Peguazione che si ottiene eguagliando a zerc la somma delle proieziont
di tutte le forze sull’asse =

j(a, + dsz)dij crszmew dA

dove i due integrali al primo membro s'intendono naturalmente estesi
a quella porzione della sezione retta che la corda considerata delimita,

Fia, 3.

mentre l'integrale al secondo membro va invece esteso ail’area della
sozioné longitudinale: area rettangolare che ha per lati la lunghezza &
della. corda o la distanza dz delle due sezioni,

Se pertanto si conviene di indicare con

T, media

il valor medio della tensione tangenziale r,, su quest’area (o, al limite,
sulla corda a cul l'arvea tende per dz tendente a zero) si ha

9 ed'éaw—nl o,
e ML= |

Questa formola si presta bene al calcolo grafico.
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A tal fine si assumerannc le due semioni 8§ ed §'S" ad una di-
stanza finita, ma abbastanza piccola, in rolazione al grade di approssi-
mazione che, col ecaleolo, sl vuol raggiungere.

.
R

Tia. 4.,

Per differenza tra i diagrammi delle o, rolativi a quelle due se-
zioni (fige. 1 e 2) si otterrd (fig. 8) un diagramma approssimato della

dal quale, con una inbtegrazione e successiva riduzione di ordinate nel
- rapporto 1/5, noi dedurremo il diagramma dolle

Ty Medie

Questo diagramma si trova rappresentato nell’area tratteggiata
della figura 4, in una scala che non & necessariamente quella usata
nelle figuro 1 e 2 (che anzi & stata nel caso concreto volutamente
alterata per maggiore chiarezza di rappresentaziona).
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Ed & interpretabils, con le solite cautele, come diagramma dei va-
lori medii della compouente v,, della deformazione elastica.

A questo punto giova ricordare che, per la supposta assenza di
forze esterne sul trounco di trave comsiderato,

o 4%
=
o che inoltre *)
- d -
G—f'ywdA: P [E[szydA}
A ) A

Ne segue che anche le componenti della sollecitazione fittizia sa-
ranno legate da una relazione analoga:

B 4 Gj@,dA:%\@]@ ' Efa,ycm]
A A

Dati dunque il momento flettente 1® o le deformazioni plastiche &,
in funzione di z, non solo lo sforzo tagliante &, ma anche lo sforzo

tagiiante fittizio
B 4 Gr.[?y, dA

son da considerarsi come determinati.

Si pobed percid tracciare, coi metodi noti, il diagramma degli scor-
vimenti totali 7, +7,. 0, per esser pin precisi, quello dei loro valori
medii su ciaseuna corda,

(3) Ofr, G. Covonwwrry, La stalica dei corpi cluslo plastici, Pontificia Aca-
domin Scientiarum, «Commentationess, vel. II, n. 12 (1938), pag. 464; ovverc:
Gi. CoLonngrti, Seienza delle Costruzioni, od, Binandi, Torino 1941, pag. 388
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Ne segue subito che anche i valori medii della componente y,,
dells, deformazione plastica sono da considerarsi come determinati in
conseguenza.

Ora il diagramma di queste

Yy medic

che & stato conlrassegnato, al solito, con area punteggiata nella figura 4,
non si estende soltanto a quella, od a quelle parti della sezione (pros-
gime ai bordi) dove, per l'avvenuto superamento dei limiti di elasticita
del materiale, eravamo stati condotti ad attribuire certi ben determi-
nati valori alle £,; ma si estende anche a quelle albre parti (centrali)
della sezione in cui le &, erano identicamente nulle, ed in cui ~ se I'in-
tensitd dello sforzo tagliante non supera certi limiti — non v'era, a prima
visia, ragione alcuna di eredere che il primitivo regime elastico dovesse
yenire turbabo.

Questa singolare conclusione merita di essere segnalata in guanto
sembra offrire una spiegazione nuova di certi fatti ripstutaments osser-
vati du taluni sperimentatori.

Tuun e WunnerLion (1) sollecitando a flessione al di 1 dei limiti
elastici certe barre di acciaio, hanno infatti constatato che la comparse
delle linee di Liiders non si verificava per quei valori del momento
fletlente per cui il limite di elasticith del materiale poteva ritenersi
raggiunto al bordi della sezione, bensi per valori assal superiori e tali
de giustificare l'immediato estenderst del regime plastico alla intieva
sezione.

Un tal fatto viene spiegato dal Pracrr (*) ammettendo che, quando
un elemento materiale entra in regime plastico, esso lenda a subire
d'un tratto deformazioni discontinue a cui gli elementi vieini, che si
trovano amcora in regime elastico, non si possono adattare. Potrebbe

(*) A.THux o I, WunnnrricH, Die Fliessgrenze bei behinderter Forménderung,
Forschung a. d. Gebicte d. Ingenicrrwesens, t. 8 (1932), pag. 261,

() W. PraGrr, Mécanique des solides isotropes aw deld du domaine dastique,
Mémaorial des Sciences Mathématiques, vol, LXXXVII {1987), pag. b1 e segg.
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allora accadere che le fibre situate in prossimitd dei bordi della sezione
fosgero in qualche modo impedite di deformarsi plasticamente, e co-
strette ad oltrepassare il limite di elasticitid comportandosi come se fos-
sero ancora in regime elastico; e cid fino a quando il momento fet-
tente abbla ragginnto un valore tale da giustificare il passaggio allo
stato plastico anche per le fibre interns. Allora le deformazioni plastiche
si manifesterebbero d'un tratto sull’intiera sezione.

Ora, io ho gid avuto occasione di accennare (1) al gravi dubbi che
nufro sulla attendibilith di esperienze in cul il manifestarsi dei feno-
meni plastici verrebbe segnalato esclusivamente dalla comparsa delle
linee di Liiders. _

Ho detto allora come un tal modo di procedere mi sembri ben
poco idoneo ad avvertire i primo énizio delle deformazioni plastiche.

Llesperienza mi ha infatti costantemente dimostrato che, assai prima
che le linee di Liiders facciano la loro compavsa, si determinano freccie
permanenti apprezzabili, indizio sicuro che la fase elastica del fenomeno
& terminata e che qualche deformazione plastica si & in qualche parte
verificata.

Tubtavia un eventuale ritardo nel manifestarsi dei fenomeni pla-
stici ~ se sperimentalmente confermato - potrebbe forse spiegarsi
anclie senza far ricorso all'ipotesi della discontinuitd delle deformazioni
intredotta dal Pracer.

Nel quadro della mia teoria dell’equilibrio elasto plastico, tale ri-
tardo potrebbe infatti trovare la sua giustificazione nel fatto che, quando
il momento flettonte & accompagnato da uno sforzo tagliante (sia pur
piceolo), i fenomeni plasticl non possono pit restare localizzati in pros-
simitd, del Dbordi, ma debbono necessariamente estendersi a tutta ia
sexione,

Varrebbe intanto la pena di istituire nuove esperienze nelle guali
— previo un piut sicaro accertamento della esistenza o meno dell’accen-
nato ritardo - venisse assodato se il tempo ed il modo eon eni i fe-

(4 G. Cornonnwrrs, Sw (e resistenae alla flessione in regime elasto plastico,
Pontificia Academia Scientimrum, «Commentationss», vol. JII, n. 1 (1939); eofr.
anche: [, Gracomsro o I, Levi, Conferme sperimentall della feoria di Colonnelii
st Vequilibrio elasto plastico, Pontificia Academin Scientiarum, «Acta », vol. II1
. 7 (1939).
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nomeni plastici s rendono manifesti sia in qualche maniers connesso
colla presenza di sforzi taglianti.

Che so le esperienze dovessero poi avere esito decisamente nega-
tivo - se ciod, anche in presenza di sforzi taglianti, le deformazioni
plastiche si manifestassero dapprima soltanto in corrispondenza dei
bordi, per estendersi in seguifo e gradualmente alla parte centrale
della sezione ~ ne dovremmo semplicemente dedurre che il quadro
delle soluzioni a cul ci siamo riferiti & insufficiente a contenere tutia
la gamma dei fenomeni dei quali ¢i stimmo oceupando.

A questo era d’altronde ben prevedibile che si sarebbe, una volts
o Valtra, arrivati.

Le soluzioni di cui si tratta sono state infatti trasferite dalla teoria
olagsica dell’elasticitd alla teoria dell’equilibrio elasto plastico, ammet-
tendo non solfanto che siano verificate le ipotesi di Du Samwt-VenaAn®
in ordine alla distribuzione delle forze applicate, ma anche che siano
verificate restrizioni analoghe in ordine alla distribuzione delle defor-
mazioni improesse,

Ora non ¢ affatto detto che cid debba necessariamente avvenire
quando queste deformazioni impresse sono di origine plastica.

I se lo supposte restrizioni wmon sono verificate, debbono origi-
narsi stati di equilibrio non compresi nel nostro quadre, e ciod stati
in cui faranno la loro comparsa quelle componenti speciali di fensione

che, seguendo Dr Samvr-VENAN®, noi avevamo supposte identicamente
nulle,

Il probiema dovrd allora venire affrontato in termini assai pin
generali, ciod per deformazioni impresse affatto qualunque; e la sua
soluzione potra presentare gravi difficolta.

Ma questo & un altro discorso, che esorbita dal limiti dell’argo-
menfo che qui abbiamo impreso a trattare, e sul quale, occorrendo, ri-
torneremo in altra occcasione.





